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Resumen

Hemos realizado un andlisis de este articulo de Corrado Gini (1884-1965) de 1914, principa mente de
las secciones que mntienen los resultados mas interesantes. En el articulo, Gini define su coeficiente
de concentracion como una media aritmética ponderada de las denominadas desigualdades relativas
La formula que propone Gini la limita a datos desagregados y, posteriormente, la modifica tanto para
datos agregados en frecuencias como para datos agregados en intervalos. En la seccion 6 del trabgjo,
Gini estudia larelacion de su férmula con la curva de concentracion de Lorenz (1905), sefialando la
aproximacion entre su formula y el doble del area de Lorenz a medida que € numero de
observaciones, n, crece; y en la seccién 8 relaciona el doble del area de Lorenz con su formula,
observando que se diferencian en el factor n-1 . En la seccion 9, Gini prueba la relacion entre la

n

medida media de las diferencias sin reposicion con su coeficiente de concentracion.
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1. Introduccion.

Nuestro interés en Gini estd justificado por ser un gjemplo de investigador enel que,
en un primer periodo, trabajo la estadistica como un instrumento y una metodologia,
para pasar, a partir de la primera guerra mundial, a trabgjar la Estadistica como
Ciencia Estadistica. Como sefidlamos, en la pequefia biografia que recogemos mas
abgjo, los trabgos de Gini fueron realizados en los campos de la llamada ciencia
socid y de la estadistica. También, Gini es de interés por contribuir a las primeras
estimaciones de ciertas magnitudes econdémicas de los paises 0 grupos de paises,
mucho antes de crearse la Contabilidad Nacional. Igualmente, Gini es reconocido
como €l inventor, en parte, del método estadistico para medir |as paridades del poder
de compra que usan los Institutos de Estadistica Europeos. Gini también contribuyé a
las largas discusiones sobre € uso del muestreo de poblaciones finitas, que tuvieron
lugar en las distintas reuniones del Instituto Internacional de Estadistica. Por ultimo,
la época que le toco vivir en Italia, su preocupacion por los problemas de la
poblacion 'y su concepcion corporativista de la economia, plantean muchos
interrogantes acerca de las relaciones de la Ciencia Estadistica con la formacion de
los estados y sus sociedades. A continuacién, como ya indicamos, recogemos una

pequefia biografia de Gini.

Corrado Gini nacio € 23 de mayo de 1884 en Mottadi Livenza, cercade Treviso, en
el seno de una familia de terratenientes, y falecié en las primeras horas del 13 de
marzo de 1965. Estudié Derecho, Estadistica y Economia en la Universidad de
Bologna, también estudié Mateméticas y Biologia. Sus trabgjos cientificos fueron
realizados, principalmente, en los campos de las ciencias sociales y la estadistica.
Gini estudi6é a Bernoulli, Lexis y Czuber, asi como a Bodio, Messedaglia'y Benini,
maestros itdlianos de la ciencia estadistica. En 1910 accedié a la céatedra de
estadistica en la Universidad de Cagliari, y € periodo hasta €l final de la primera
guerra mundial sera e mas importante por la relevancia de sus contribuciones a la
metodol ogia estadistica.

En 1911 fue elegido miembro del Consegjo Superior de Estadistica, en 1913 Gini
tomo posesion de la cétedra de estadistica en Papua y en 1919 fue profesor en las

Universidades de Cagliari y Padua, dando clases de Economia Politica, Derecho



Constitucional, Demografia y Etadistica Economica. En 1920 fund6 METRON, la

revista internaciona de estadistica, que dirigio hasta su muerte.

En 1923 se tradadd a la Universidad de Roma, comenzando un periodo de nueve
anos dedicado a actividades publicas; asi puso en marcha la Escuela de Estadistica
para la formacion de funcionarios en estadistica, y en este mismo afio de 1923 fundo
la Facultad de Estadistica, Demografia y Ciencias Actuariadles. En 1926 fundé la
revista La Vita Economica Italiania que fue cerrada en 1943, en 1929 Gini fundo €
Comité Italiano para €l estudio de los problemas de la poblacion, y fundd la revista
GENUS en 1934.

Gini fue uno de los mas activos y distinguidos miembros del Instituto Internacional

de Estadistica, llegando a ser miembro honorario en 1939.

Gini, e mismo afio de su muerte, recogio en su articulo “On the Characteristics of
Italian Statistics” (1965) lo que para @ erala Ciencia Estadistica. Este articulo venia
a completar a otro, “The Contributions of Italy to Modern Statistical Methods’, de
1926. Destaguemos aqui algunas de sus frases, sin buscar mayor profundidad por no

ser ahora nuestro objetivo.

“Una caracteristica especial de la Estadistica Italiana es describir
cuantitativamente, por medio de series de constantes, los aspectos del fendmeno,

colectivo de forma completa...” ; “ para mi, e principio fundamental..., en formular
métodos estadisticos, es, primero, tener en cuenta la naturaleza del fenémeno al que
son aplicados con relacion al objeto de la investigacion y sdlo, en segundo lugar,
considerar sus propiedades formales...” ; “ ...muchos de los indices introducidos por

la escuela italiana, no dependen del tipo de modelos que sigan los datos...” .

Buscando aproximarnos a pensamiento de Gini, nos ha parecido que nuestro avance
seria més seguro si nos centramos en uno de los indices méas conocidos de Gini, en
concreto en € indice o razén de concentracion de Gini. Con € riesgo de perder la
vision de conjunto, hemos estudiado e articulo “ Sulla misura della concentrazione e
dellavariabilita dei caractteri” de 1913-1914. Este articulo surgié como consecuencia
del articulo “Indici di Concentrazione e di dipendenza’ (1910) y la memoria
“Variabilitae Mutabilita’ de 1912.



A partir de agui, recogemos en la seccion 2 la razon de concentracion para datos
desagregados en frecuencias unitarias, generalizando dicha razén a datos agregados
en frecuencias no unitarias, seccion 3, y a datos agregados en intervalos, seccion 4.
En la seccién 5, relacionamos la razén de concentracion con la curva de Lorenz. Por
ultimo, en la seccidn 6, relacionamos la razén de concentracion con la diferencias de
media. No hemos incluido la discuson de medir la concentracion con datos

truncados.

Terminamos esta introduccion indicando que hemos usado dos tipos de numeracion
de las formulas, una la ordina habitua, (1), (2),...., que se corresponde con la dada

por Gini, y otra, con nimeros romanos, (1), (11),...., que es la usada por nosotros.

2. La Razén de Concentracion, R.

En la seccién 1 de su articulo de 1914, Gini considera que disponemos de n valores
ordenados {a;, i=1,..,n} de una variable estadistica cuantitativa no negativa; es decir,

all... 0 a,.

Define las variables A =é a, , cantidad acumulada del caracter hasta € lugar i-

k=1
g
a a
ésimo. Con lo cud, la variable Q :%:"j—constituye la proporcion que
[¢]
a &
k=1

representa la cantidad acumulada del carécter hasta € lugar i, A, respecto a la

cantidad total presente del carécter. Mientras que la variable P -1 denota la
n

proporcion de observaciones hasta el lugar i respecto a nimero de observaciones
totales.

Tomando dos rangos i,l, tal que i<lI, se tiene que ald a, y evidentemente, por las
propiedades de la media aritmética,
9
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con lo que
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y, tomando |=n, se verifica que

es decir,
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Gini afirma gque “la concentracién del caracter ser tanto mas fuerte cuanto mas

fuerte sean lasn-1 desigualdades Q, <P, i=1,..,n-1". (4)

La concentracion del caracter sera perfecta s sus intensidades son todas nulas, salvo
una &=0, i=1,.,n-1y ay=A,. Dicho de otra forma, cuando Q=0, i=1,...n-1; 0
también, cuando P; -Q= P, , i=1,..,n-1. La concentracion sera nula cuando Q= P;,

i=1,..,n-1; en tal caso se dira que hay equidistribucion del caracter.

A continuacion, Gini se plantea buscar una medida o indice de concentracion del

caracter, apartir de las n-1 desigualdades (4).

Es en este momento, cuando Gini hace referencia a su trabgo  “Indici di
concentrazione e di dipendenza’, de 1910, y a varios trabgjos donde se aplica €

contenido de este Ultimo citado, como su “Variabilita e Mutabilitd’, de 1912.

En € trabgo de 1910, Gini define la medida de concentracion basandose en la

suposicion de que la distribucion del cardcter sigue un modelo paramétrico



determinado; en concreto supone la existencia de ciertas relaciones entre los pares

{(Pi, Q), i=1,..,n}, como por eiemplo
1-Pi=(1-Q)

Por el contrario, en este trabgjo de 1914, que es del que nos ocupamos en este
articulo, Gini afirma: “La presente nota tiene como objetivo el proponer una medida

de concentracion que sea independiente de la curva de distribucion del caracter”.

La desigualdad (4) es tanto més fuerte, en valor absoluto, cuanto mayor sea la
diferenciaP; -Q;; y , dado que &l valor maximo de Q; es P;, tanto més fuerte en valor

relativo cuanto més alta es larazon

Pero, ¢Cudl es el verdadero significado de R?.

_R-Q
R= P

representa, en términos de proporcion respecto a la intensidad media de

todo € colectivo, laintensidad constante en que hay que aumentar la intensidad del
carécter de cada uno de los P; casos con intensidad més bga, para eliminar la

desigualdad presente en los mismos respecto al conjunto del colectivo. En efecto:

S en lugar de considerar los valores ay,..,a , que constituyen la proporcion P; de
observaciones, se consderan los vaores transformados bs,..b;, donde
b,=a; +R M ,j=1..i, Yy donde M esla media de todas las intensidades originales
del caracter, se verifica que la media de esos nuevos valores transformados coincide

con M, pues



de donde

En e caso de equidistribucién, la proporcion acumulada del carécter, Q , seriaigual

- o . P-Q .
a la proporcion acumulada de individuos, P;; luego € cociente R :'TQ' tendria

gue ser cero. Por el contrario, en € caso de méxima desigualdad, la proporcién

acumulada del caracter, Q;, seria igual a cero, luego P -Q =P Yy € cociente

P-Q ] ] .
'TQ' tendria que ser uno. Asi pues, e vaor de R varia entre O, en caso de

Ri:

equidistribucién, y uno, en caso de concentracion perfecta; y, por ello, puede
considerarse un indicador de la concentracion del caracter que se presenta entre los

P; casos que presentan intensidad mas baja en el carécter en estudio.

Dado que ese indicador de la concentracién del carécter afecta a la proporcion P; de

casos, es por lo que Gini sefiala que “ Como medida de la concentracién del caracter



podremos asumir la media ponderada de los n-1 valores de R, donde cada uno de

los R entra con un peso proporcional al valor P;”.

Ta medida sera
n-1 n-1 n-1
are a-%r 3k-o)
R =471 — =1 i _ =1
n-1 n-1 n-1 !
[ o] o
arh anf ahk
i= i=l i=1
€s decir,
nol
a (PI - Q|)
anr

Esa medida es la que Gini denomina Razon de Concentracion.
También, para concentracion perfecta, Q=0, i=1,..,n-1, con lo que

1

Y=}

- Q)os

(Pi - Qi)z?l

1 i=1

P,

luego R=1.
Para equidistribucion, Pi=@Q;, con lo que R=0.

También, a medida que las desigualdades Q, <P son més fuertes, entonces R

aumenta.

Larazon de concentracion es por lo tanto, un indice de concentracion que verificalas

condiciones siguientes:
a) Crecea crecer la concentracion,

b) Toma como valor més alto uno en el caso de méxima concentracion



c) Tomasu valor mas pequefio, O, en e caso de minima concentracion.

A continuacion, veremos como se calculaen la practicael valor de R Laformula que

presentamos, equivalente a la mostrada en (11), es la que propone Gini a comienzo

de su seccién 3.

Dado que
B %Y 1% 1(n-1 _(n-1)
A R
setiene que
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
akr-o) ar-ae ae an -
R ==L _ =1 =L _q_ =L _q_ = il -1- 2 é A
n-1 n-1 n-1 -1 -1 \ !
ar ar 5p M A
i=1 i=1 i=1

y obtenemos la siguiente formulacion para R:

~ 2 ndl
R‘l'ln-_l)EfZ A . (12

Si ahora tenemos en cuenta que

=
-
=

Q)o-

AA=

i=1 i

a &

i
o
k=1

1

y que esa expresion , observando la tabla siguiente,

i d
A=a &
k=1
1 8 a1
A=a &
k=1




2 8 at+ &
A=3a, '
k=1
3 3 ait+ apt a3
A =3 a "
k=1
n1 5 ar+ a+ agt..+ans
A.=aa
k=1
coincide con
2p-R 4 ¥
a A= a a =(n-1) a4+ (n-2) a2+__+(n-(n-1))an_1:a (n_ |) a,
i=1 i=1 k=1 2
se cumpliraque
Igl
2 i (n-1)A-23 A
=1- é A= =
(n-1)A = (n-1) A
n n-1
(n-1a a- 23 (n-i)a
= i=1 i=1
(n-1) A ’
con lo que
g . 2 'S Bl
naa-aa-2ana+2gia
R=—2 i=1 i=1 i1
(n-1) A
3 3 0 n-1 n-1
nda-28a+aa-23na+23ia
—_i= i=1 =1 = i1
(n-2) A
y de ahi,

10



naq+aa 2ana+28a|a aa_

R=_i% i=1 iZt B_
(n-l)/x
naa+aa 28”5‘1"’238'3 na, aa_
i (n-l)a
naa+aa 2naa 2na, +Zga|a aa_
i ("-74 i
naa+aa 2naa+28ala aa-
- i=1 i=1
(n- 1) A,
Por tarto,
(n-2n)én_a+§n_a+2§n_(i-1)a
R= i=1 i=1 i=1 =
(n-1)A,
3 g /.
(n-2n+1)q a +2a (i-1)a
- (n-1) A -
(n-)A+ A (- Ja
i (n-1)A,
de donde,

2 (12 bis)
R=—=___  _1. IS
A

3. Agregacion en frecuencias.

Gini, continuando con su seccion 3, se plantea obtener una expresion de su razon de
concentracion, R, para € caso que los n valores estén agrupados en frecuencias
absolutas; es decir, que de los n datos solo haya s valores diferentes x, I1=1,..,s, ¥

cadavalor x| serepite n veces ( € los llamaf ).

11



Para obtener la formula, Gini define los valores N;, como € numero total de
individuos con valores menores o iguales a x;, y N1 , como € nimero de individuos

con valores menores ax; , es decir menores o igualesax.; ( @ losllamai, ei.1); y por

tanto, esclaro que Ni.1= N;- n.

Observando la siguiente tabla de correspondencias:

al---vanl an1+1:--aan1+n2 an2+lv--uan2+n3 a—n5,1+lv---ans_1+nS
al,..,aNl aNl+l,..,aN2 aN2+l,..,aN3 - aNS_1+1,..,aNS
X1 X2 X3 Is
setiene que

g o o2 o’

a(-ya=a(-la+a (i-)a+-+ a (i-1)a 0)

i=1 i=1 i=Ng+1 i=Ng 1+1

3 & o2 &
a(-ya=a(-y)a+a (i-a+-+a (i-1)a=
i=1 i=1 i=N;+1 i=Ng+1
Ny gz Ng
=xa (i-)+x a (i-1)+-+x a (i-1)=
i=1 i= N +1 i=Ng+1
=ax a (-1
I1=1 i=Np.+
Luego,
a@-1a=ax a (i-1);
i=1 =1 i=Npq+
_ 5 _ 23 (i-1)a
Yy, en consecuencia, la expresion (12 bis), R:i(=1T -1, sereduce &
n_




28 % a (i-1)

I R N | -1.
(n-1)A,
Pero como,
g|
a (i - 1) :(N|_1+1— 1)+(N|-1+2 '1) +---+(N|_1+n| - 1) =
- (N|-1+l' 1)+(N|-1+n - l) n =(NI-1+NI - 1)
2 2
€s decir,
5 (i-l):(N' 1+N'_l)n|’ ()
setiene que:

R=.2 A -1 (13

Para € caso de frecuencias unitarias, n=1, esta Ultima férmula coincide con la

expresion (12 bis), ya que se tiene que

s=n, xi=a y, asuvez,: Ni.1+Ni-1= (Nj-n)+ Ni-1= (Nj-1)+ Ni-1= 2(N;-1).

Para casos de frecuencias no unitarias, es claro que la formula (13) no coincide con

la(12 bis).

En muchos manuales de estadistica, se utiliza la férmula (11) de Gini con datos

agregados en frecuencias, y es claro que (11) es igual a (12 bis) y que esta no

coincide con (13) en estos casos de datos agregados en frecuencias no unitarias.

Una explicacion de este error puede deberse, de alguna manera, a hecho que en
libro de Gini “Curso de Estadistica”, de 1935, traducido por e estadistico y

economista JA. Vandellos, slo se recogia la formula (11).

13



4. Agregacion en intervalos.

Continuando con la seccion 3 del articulo de Gini, Gini afronta la extension de la
formula (12 bis) a situaciones donde los datos han sido agregados en r clases, con

l[imites l=[lk-1, ], k=1,..,r.

Para ver en que se traduce, en este caso, la expresion 25”_ (i-1)a Que aparece en la

formula (12 bis), define las frecuencias acumuladas Nk y Nk-1, donde Nk es el nimero
total de datos con valores menores o iguales que lx , y Nk.1 € total de datos con
valores inferiores o iguales a 1. Igualmente define S como la cantidad total del

caracter que esté presente en la clase k-ésma.

Para cadauno delos intervalo I, k=1,..,r se considera:

Para cada uno de los ng valores &, i=Nk.1+1,..Nkitng, que caen dentro del

intervalo I, las diferencias entre ellos y su valor medio en dicho intervalo, S—":

Ny

S, .
di =g - n—k y 1I=Nk-1+1,. N+
k

con lo que

S
a; :dki+n_k . (III)
k

Iguamente, para cada uno de los nk rangos i, i=Nk.1+1,..Nk.1+nk, que caen dentro
del intervalo Iy, se consideran las diferencias entre los valores i-1 y el valor medio de

estas expresiones en dicho intervalo,

N
3 (i-1) (N *+N- )
i:r?k.lﬂ( ): = 2 — N, _ (N +N- 1)
n, N 2

es decir, las diferencias

14



(N, +N- 1)

(i-1)-f,

eki
con lo que

(V)

(i-1)=e, +—(Nk'1+2Nk 9

Como la suma de las desviaciones de los valores de una magnitud respecto a su

media es cero, se tendra que para cada uno de los intervalo Iy, k=1,..,r, se verifica:

gk
a dg =0
i=Ng.1#1
gk
a & =0.
=Ny, +1
Por otro lado,
3 @ o’ o § o
a(-Ya=a(-ya+a (i-Yya+-+ a (i-)a=a a (i-Ya,
i=1 i=1 i=N;+1 i=N,_;+1 k=1i=N, ;+1
luego:
g $ &
2ali-l)a =g 2 i-1
%1( )a1 ka:.l i:9,.1+1( )a’ (V)
y, S sustituimos en la expresion el vaor obtenido en (111):
Ny Ny s Ny Ny
28 (-a=2 8 (-)@,+22=2 § (i-1a,+2% § (i-1). (v
i=Ni.1+1 i=Ny.1+1 e Neg =N My i=N 41

Pero, por (11):

15



a (i-1= ,
i:Nk_1+1( ) 2 “
y, por otro lado, por (1V):
N ) N .+N -1)06
é. (' - 1)dki = é. (oh +M+dki =
=Ny +1 =N, +1e a
Nk N, +N-1) M
- § qa MtND F
=Ny ,+1 i=Ny +1
gk
= a &
=Ny, +1
luego,
('\)‘k ('\)‘k
a (I-l)dki: a ekjdki_
i=N, 1 +1 =N, ,+1

Y, sustituyendo en (V1), se tiene:

N, N,
2 é. (i'l)ai:2 é. ekidh+3<(Nk-1+Nk'1)_

i=Ny ;+1 =N +1

Por consiguiente, laexpresion (V), queda:

n r N, ré Ny
Zé(l-l)a:éZé ("1)a:éé2é ek|dk|+S<(Nk1+Nk' )
i=1 k=1 =N, ,+1 k=1@ i=Ng,+1
g . .4 & ¥ u
=a 83< (Nk 1+Nk - 1)H+2a éda emdm U
=t LEN,  (

esdecir,

J . J . . .4 e ¥
2a (i-1)a =a éS(N.,*N-g+2a e a ed
i=1 k=1 k=1 @=N_,+1

Con esto, laférmula (12 bis) se expresa en laforma:

16



n g N - B u
Zé(i'l)e\ a@%(Nk-l-'-Nk_l)H-'-zaé a ekidkig

R=_iz 1= k=1 k=1 @ =Ny, +1 a_ 1.
(n- 1A, (n-2) A
En conclusion, para el caso de valores agrupados en interval os.
g NI u
aésk(Nkl-'-Nk 1)H+2aé a ekldk|u
R= k=1 k=1 =N, ,+ u_ 1. (14)
(n-1) A
P e N u
Zé. é é. ekldkl l;j
Como € término = (e:NH)ﬂ U es pequeriio, la formula anterior conduce a esta otra
n-1) A
formula aproximada:
$ . ég u
A 65(Ni: +N - 1) ga S(Nii+ No)g- nA,
R¢= k=L -1= Lkt u (15)
(n- 1A, (n-1) A

Y, si ademés n es grande, esa formula (15) puede aproximarse por

: o
= ket -1, (15his)
nA,
verificandose que
R, =1 LR

n
Como tanto los d,,, como los e, crecen dentro de cada clase Iy, se tiene que

N r @ N
é. ekidki >0,y por tanto é.g é
@=N,

=N+l k=1 &

ed, g> 0, de donde se obtiene que:
u

R'<R. (16)

A continuacion Gini busca aproximar € término

17



(VI

y para ello, la primera hipétesis que considera es que los ni valores de la intensidad

del carécter en la clase Ik siguen una progresion aritmética; 1o cual es un caso
particular de que los valores del carécter se distribuyan, dentro de cada clase, de
forma Uniforme.

Si llamamos b, aunque en realidad habria que llamarle by, a la diferencia entre los
términos de esa progresion aritmética, podemos considerar varias posibilidades:
1. Que ninguno de los dos extremos de cada intervalo sea un valor

; I -1
observado, con lo que setendraque b= "—+"11
My

2. Que los dos extremos de cada intervalo sea un valor observado, con lo

) -1
que se tendra que b :ﬁ
-

3. Que solo uno de los dos extremos de cada intervalo sea un valor

: . , I -1
observado, por gjemplo el superior, con lo que setendraque b= %
k

Por smplificar los calculos, nos cefiremos a este caso (que es compatible con la
forma Ix=(Ix.1, l] paralosintervalos) , con lo cual e primer valor que aparece en el

intervalo Ik seral.1+b, y & Ultimo seraly.1+ ng b, que coincidiracon .

Calcularemos los vaores tanto de d,, como de los e, para posteriormente

sustituirlos en la expresion

gue forma parte de (VII).

18



Por (I11), d,; = a; - % Pero, a su vez, de latabla siguiente,
k

l=(lk-1, Ik], 1= N1 +1

a=l.1tb

a+1=lkat+2b

Qi+ (ny-1) =lk1t neb

se deduce que
S= Ik_lnk+(1+2+..+nk)b: lkaing+ b I”k( nk+1)/2,
y, por tanto,
izlk-l +b(nk +1) ’
ny 2
luego
Sy b(n, +1) ._
d; =a; - o =a;-ly.q- , I=Nk1+1,. Nig +ng,
k
Yy, enconsecuencia,
bln, +1) _
KN+l N+l k-1" 2 -
= (Ik—l +|b)' |1 - b(nk +1) = bae' L +19, |
2 e 2 g

Esdecir,



L0 g n,. (1X)
2 g

Ao =bGT-

Andogamente, por (IV):

eki:(i' 1)_ (Nk»l +2Nk'l):(i_ 1)_ (Nk-1+Nk2-1+nk 'l) —
n-1
:(|'1)'Nk1' k2 y

con lo que
e,=(i-1)-N,- WTl iI=Ni.1+1,. N+ ;

y, por tanto,

_ -1_, . n+1 _
€cn, 1 = (Niy +1-1)- Nkl-T-I- 5 1=1.,n
Esdecir,
n +1
eunn =1 - = 1=1n.  (X)
s Nk 1 2
Por (1X) y (X), se verificaque:
Nt — tEk,Nk_1+| d=1,..n-
Luego,
g € & u_ ¢ ég u_
ae ekudkug_a aa € ny o+ Ok ny a=
k=1 @ =N, ;+1 0 k1e= u
g 6 u 4 , é& u
=a & €y, ey, ma=a b e g
k=1 €l=1 U k=1 el= u
€s decir,
4 € & U g  é& U
ae - ed.u=a béé ezk,Nk_1+|L'J . (X1
k=1 & =Ny 1 +1 0 k=22 ez u

20



Pero, como por (X):

n +1

ek,Nk_1+I -

n +1
- =(1- 1) +1-
o (1-1)+

=(1-1)- ”kz' =10,

setiene que
ekak-1+| :(I - 1)_ nkz_ 1;' :1,..,nk;

luego,
" o 5 Dk .2 ..
A &% = "1'n‘—-19=° -12+891K'19-2|-1_W'_?
At =adi-y- 170 A gl - 2985
Ny Ny .2 N
=0 |_12 o&'lk-lg_ -10 I_l

(-9+a &2 -(h-Da -y

N
Y, como sabemos que § i2= NN 12N +1) , setendra que:

i=1

& et =8 (-1 +a 20 (0, -3 (1-1) =
1=1 I=1 |=18 2 g 1=1
(nk - l)nk éz(nk - 1)+1§ o, - 1('52 (nk - 1) n,
= rd - -1)— 7 ==
6 +8 2 5 n - (n -1 5
_(nk' 1) nk[4nk' 2+31k - 3- 6nk+6] _(nk' 1)nk[nk+l] _
- 12 - 12 -
_n(n*-9)
12
esdecir,
5 o _n(n’-3
A € kN ——12

1=1

Y sustituyendo esa expresion en (X1), se tiene que:
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é U 5 5 ) n(n?-1
5. é a. ekidkiU: é. bgé. ezk,Nk_1+|3:§_ % (X”)
g a G

k=1 @l=1 0 k=1

Por tanto,
§ € & 0 ¢ nf(n’-1
Zaea &daa 25_ k( - )b
k=1 @ =N 4 41 O_ 1 12 _ 1 J 2
= = an (nk 1) b
-DA (DA o DA S

g € o u
2a é ekidklg 1 g Lo
K=l & =N, 1 41 0_ 29|k k1=
R e A
1 g 2
= -4(L -1 ).
6(n— 1)1%%(& )(k k-l)

Esdecir,

1(n:t‘ki)+l'°h - 6(n—11)A] él(nkz_ 1)(Ik - ) (X11r)

y sustituyendo esa expresion en (14), se tiene que, en € caso de agrupacion en
intervalos, y bajo e supuesto establecido de progresion aritmética, la expresion

aproximadade R, es:

' - u
a &5 (Nk-1+ N, - 1)H+2a é eh'dkig
R@: k=1 k=1 @=N,_;+1 u_ 1=
(n-7)A,
_ 1 é5 ¢ 2 QU
_(n_l)phgkaz_lgSK(Nk_l+Nk-1)+—(nk 1)(1, l“)HH-l'
Es decir,
-1 ¢é¢ L(n W g (17
(n 1)A1 gka:.lgsk(Nkl Nk 1)+6(nk l)(lk lkl)HH 1 ( )



Igualmente, si n es suficientemente elevado, esa formula puede aproximarse por:

LSS (N N+ 202 (- 1) 01 (A7big)
& 6 Hu

Rgt: nph €x=1

existiendo la siguiente relacion entre ambas:

n-1 [ -1
= o ———
RE=R 6(n- 1)A,
Obsérvese, que las formulas (15), (15 bis), (17) y (17 bis) suponen que conocemos
lostotales, S, las frecuencias absolutas, ng, y los extremos de cada una de las clases
l. Pero,

a) En algunas aplicaciones, no se conoce & extremo inferior de la primera clase
y tampoco € extremo superior de la Ultima clase. En estos casos, una

hipétesis que podemos usar es:

b) En otras ocasiones, sucede que, para cada clase, solamente conocemos sus
frecuencias absolutas y desconocemos los valores de §;, en tal caso podemos

usar también la hipétesis dada en &), con lo que

S 14
A, = Sk:Ea(lk-l'Hk)nk'
k=1 k=1

Para tales situaciones, Gini, sustituyendo en (17) las expresiones anteriores, haya su

ltima aproximaciéon a R:

g & 1/ > ¥
& gNewt Ne- I (1 +1,.) #3071 1)y

Rit= -1, (19

(n' 1)& (lk-l+|k)nk
K=

1
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gue a su vez, cuando n es muy elevado, puede aproximarse por:

r
o

4 17 > u
N.,+N, )n (I .+1._,)+=(n -l )
ka:.l k-1 k) k( k kl) 3( K )Gk k 1)H_1. (18biS)

na (L1

k=1

A partir de este momento, Gini dedica su seccién 4 a recoger varias aplicaciones de

Ren diferentes ciencias.

En su seccidn 5, Gini plantea la situacion en donde el caracter cuantitativo tiene un

ndimero v de nulos y un nimero n de valores positivos, estableciendo que

R =R, >m+(1- m) m=———, (19)

donde R, es la razén de concentracion calculada en los valores exclusivamente
positivos del carécter, y donde R es la razon de concentracion para € conjunto de

todos los valores del carécter.
5. Relacion entreR y la Curva de Concentracion de Lorenz.

En la seccion 6 ddl articulo, Gini, trabajando con datos desagregados con frecuencias

>
=

P-Q)
se aproxima a area de concentracion,

Qo

absolutas unitarias, prueba que
n

area entre la recta de equidistribucion y la curva de concentracién de Lorenz, cuando
n es suficientemente elevado.
ndl
ahf
Igualmente, demuestra que 22— se aproxima, para n suficientemente grande, al area
n

del triangulo formado por larecta de equidistribucion y la base, y € lado derecho del

cuadrado que delimita la curva de concentracion.

24



Asi pues, Gini prueba que, paran suficientemente grande, la razon de concentracion,

R==L ___ seaproximaal cociente entre las dos éreas citadas anteriormente.

En sus secciones 7 y 8, Gini propone usar métodos aproximados para calcular el area
de concentracion. Pero recalca, que para al caculo aritmético la formula de R’ que

aparece en (17) es una buena aproximacion al valor de R

En la seccidén 8, construye una curva de concentracion con datos agregados en
intervalos de clase. A continuacion une los puntos de cambio de la curva de
concentracion por segmentos; asi aproxima la curva de concentracion por una
poligonal y luego calcula la aproximacion a &rea de concentracion como € area

existente entre la recta de equidistribucion y la poligonal .
Veamos seguidamente la formula que obtiene.

Puede comprobarse fécilmente que e érea de concentracion aproximada, ACA, para
el caso que la curva de concentracion se aproxime por una poligonal, tiene la

siguiente expresion:

r
o]

a 8 (N +Ny)g
ACA = k=
2nA,

r
[o}

D

) S (Nea+ NS na,
- = =5k= u . (20)
2 2nA

i

iy
-

Ahora, para calcular una media aproximada de la concentracion Gini divide ese area
entre € &ea del triangulo inferior que determina la gréfica de la curva de
concentraciéon, que como sabemos es %2 luego la medida aproximada de la

concentracion que obtiene Gini a partir de este método grafico es:

r éd )
26 (NG+NJE a8 S(Nea+ N~ mA,
- ZACM = k=1 _ — Ek=1 u ,
J4 nA, nA,
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expresion gque se relaciona con laformula de R, hallada en (15), que aproximaba a la

razén de concentracion R, pues coincide con el valor n-lpg.
n

Obviamente, s Gini hubiese dividido €l area de concentracion aproximada, ACA,
por el &rea correspondiente a la situacion de maxima concentracion ( que esta

determinada por e tridngulo de vértices (0,0), ((n1)/n,0) y (1,.1)), que es n2_1 e
n

hubiese obtenido, segun (20):

ééd o0 U éd v

eed SNt Nojg- MA g gd SN+ Ny A,
ACA= 2n égel ( o )H U=6x=t ( o )H )
n-1 n-1é 2nA, a (n-1) A
T ;

expresion que coincide con € valor de R dado en (15).

En consecuencia, la aproximacion R de R, que realizamos en (15) procede de haber
realizado la aproximacion de la verdadera curva de concentraciéon, que es la
poligonal dada para datos desagregados en frecuencias unitarias ( 0 no unitarias, pues
coinciden en ambos casos) por la poligonal obtenida al agregar los datos en
intervalos. Por tanto, la aproximacion R’ de R seré peor a medida que la verdadera
curva de concentracion poligonal se algje de la nueva forma poligonal que le hemos
asignado; y por consiguiente, mientras mas acentuados sean los cambios de
pendiente de la curva de concentracion verdadera, mientras menor sea €l nimero de
clases que hemos establecido y mientras mayor dispersién haya en el interior de cada
clase.

6. Relacion entreR y la Diferencia de M edias.

En su seccion 9, Gini prueba, partiendo de la formula (12), para datos desagregados
en frecuencias absolutas unitarias, que la diferencia media relativa sin

reemplazamiento coincide con larazén de concentracion. Es decir,

R=D
2M
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donde M es lamedia aritmética, y donde,

n+l

Adl-a) 28 (141 2)ans, -a)

D= == n(n- 1) '

y donde €l valor (n+1)/2 hay que cambiarlo por n/2 en caso que n sea par.

En su seccién 10, Gini relaciona, para el caso e datos agregados en intervalos de
clase, la diferencia de medias con la aproximacion de R que notamos por R', y que

aparecia en laformula (15).

Si los n valores del caracter cuantitativo se agrupan en r clases, denotamos por Dy la

diferencia media para los ng valores del carécter dentro de la clase Iy, y por D' la
diferencia media de la agrupacién que se obtiene en €l colectivo en conjunto al
sustituir los ny valores de cada una de las clase Ik por su correspondiente media

aritmética, se verifica que:

D¢=D- <L _ | (23)

Ahora, Gini indica, aunque no lo demuestra, que de forma andloga a como demostré

D
que R= VR se prueba que

VVeamoslo por otro camino.

Para datos agregados en frecuentas absolutas, es corocido que también se verifica la
relacion R =%; luego, al sustituir los ng valores de cada una de las clase Iy por su

correspondiente media aritmética, denominémosla xx , se verifica que la razon de

concentracion de estos nuevos datos, llanémosla R, vendré dada por
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- D¢
R =22 (XIV)

Pero, si agregamos en frecuencias absolutas, por (13), e valor de R serd

(Nt Ne- 1) xn,
L -1,
(n- 1)A,

Qo-

=
1,

R =

L é.éSk(Nk»l-'-Nk-l)g ., .
gue coincide con R¢= k=L -1, laexpresiéon aproximada de R al caso

(n-1)A,

de agrupacion de intervalos, hallada en (15), puesx,n, =S,, a ser xx la media

aritméticade laclase I, luego, R =R , y ,por (XIV), se verifica:

. D¢
R¢=R" =—;
2M

esdecir,

¢
re= 2%

que es lo que queriamos probar.

S ahora volvemos a (23), D¢=D- '“1—1 y dividimos los dos miembros de la
n

igualdad entre 2M, se tiene que:

)

D- k=L 3 n,(n - 1D n(n, - 1D
iﬂ:_ n(n-l) 5 Re D ka:,l k(k ) k: ka:,l k(k ) k
2M 2M 2M  2Mn (n- 1) 2Mn (n- 1)
luego,
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Por (14) y (15), se tenia que:

2a

r
o
k=1

e u 4
éa edy; Q an (I’]I< - 1) D,
e 0]

12Mn (n-1) Vi)

Cal culemos seguidamente una aproximacion al término

)
é Ny (nk - 1)Dk
k=1L

2Mxn (n-1)

Si ahora, suponemos gue los valores del caracter cuantitativo, dentro de cada clase,

. P : . - o
siguen una progresion aritmética de diferencia b, = . k1 Gini, obtiene que
k

nk+1
3

D, = by s

y, por tanto,
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E'c:;l n.(n. - D, 6°r1 n, (n, - 1)nk +1bk é n (n, - (n, Jr1)|k -nlk_l
E R Z%Xn(n-l) AR
é (nk2 - 1)(|k )
A3
€s decir,

= JeL _ , (XVII)

y, sustituyendo en (XV), se obtiene que, en €l caso de agrupacion en intervaos, y

bajo e supuesto de progresién aritmética, la expresion aproximada para R es:

é. (“k2 - 1)(Ik - lk—l)
R¢= Re+ KL ,
6A,(n- 1)

gue coincide con ladada en (17).

Ademés, en esta situacion, se verifica, por (XVI1) y (XVII), que

ré u r
23¢d e&det 4n(n-1)D, & (nk2 - 1)(Ik -les)
e u K= .

k=1 — k=l

(n-1)A 2Mn (n- 1) 6A, (n-1)

y por tanto,

valor que también habiamos obtenido anteriormente en (XI11)
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