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La importancia del espacio dentro del estudio estadistico de variables econémicas es incuestionable. En
concreto el problema de la dependencia espacial, y en particular de la autocorrelacion espacial, ha sido
objeto de una gran cantidad de estudios (Cliff y Ord, 1981; Haining, 1990; Ripley, 1981; Cressie, 1993;
Tiefelsdorf 2000)

El problema que se plantea es la perdida de la condicion de independencia de |as obser vaciones tomadas en
un area determinada. Hay latente en la localizacién de las observaciones una compleja informacion sobrelas
observaciones del entorno. La complejidad del problema aumenta debido a las interdependencias
multidireccional es que se pueden plantear en el espacio.

Se presentan en este trabajo tres modelos de dependencia espacial que se ejemplarizan con tres variables
econdmicas observadas sobre € territorio nacional (considerando la divisién provincial). Parala primera
variable econémica IPC encontramos el caso de independencia espacial, para la segundo variable, Renta
Familiar Disponible se observa que la dependencia se pierde al eliminar la tendencia y por Ultimo, con la
tasa de paro este fendmeno no se elimina totalmente al eliminar la tendencia espacial.
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1. INTRODUCCION.

La importancia del espacio dentro del estudio estadistico de variables econédmicas es incuestionable. En
concreto el problema de la dependencia espacial, y en particular de la autocorrelacion espacial, hasido objeto
de una gran cantidad de estudios (Cliff y Ord, 1981; Ripley, 1981 ; Anselin 1988 ; Haining, 1990; Cressie
1993 ; Tiefelsdorf 2000).

La estadistica presenta la mayor parte de sus resultados bajo el supuesto de independencia, cuando seviola
esta condicion, los resultados obtenidos ya no son vélidos. Un caso tipico de violacion de la condicién de
independencia se presenta en el estudio de las series temporales. Los model os de dependencia temporal han
sido objeto de un profundo estudio y se conocen estructuras que expresan el comportamiento de las variables
con respecto a tiempo. No ocurre lo mismo con aguellos model os que intentan captar |a dependencia de una
variable en funcion de su “entorno”. No es mas importante la dimension temporal del problema que la
espacial, pero en el desarrollo cientifico no han recibido igual atencion estos dos problemas, en buena parte

debido alacomplejidad que involucralas estructuras de dependencia espacial .

En €l caso de |la estadistica espacial €l problemaque se plantea es|a pérdida de la condicion de independencia
de las observaciones tomadas en un area determinada. Asi, en este tipo de modelos se supone que si

encontramos una determinada observacion en un punto de esta area es més facil (o inversamente més dificil)
encontrar observaciones semejantes en puntos préximos a éste que en puntos algjados. Es decir, hay latente en
la localizacion de las observaciones una compleja informacion sobre las observaciones del entorno. La
complgjidad del problema aumenta debido a |as interdependencias multidireccional es que se pueden plantear

en el espacio.

L os datos espaciales son medidas u observaciones que tienen asociada unalocalizacién especificay de forma
general podemos referirnos a ellos como datos georeferenciados. Estas observaciones pueden ser de tipo
discreto o continuo. Lalocalizacién que tiene asociada cada observacion puede ser un punto cualquiera de una
determinada superficie, o bien estar asociada a un &rea de una superficie sobre la que se ha realizado una
particion. Esta particion puede ser regular o irregular, y habitualmente se conoce como lattice® o reticula. En
funcion de toda esta casuistica se presentan diferentes modelos que Ilevan asociados diferentes tratamientos
estadisticos.

2. EL MODELO ESPACIAL GENERAL.

Mateméticamente, cualquier proceso espacial puede caracterizarse mediante un simple proceso estocastico
(Cressie, 1993) . Sea s| R una posicion genérica localizada en el espacio d-dimensiona y sea Y () un valor
aeatorio localizado en s. Consideremos ahora a "s' como un indice que varia sobre el conjunto DI Rd,

generamos entonces un proceso aleatorio



{Y(9;sl D}
cuyas realizaciones las escribiremos como { y(s): sl D}.
Dependiendo de las caracteristicas del conjunto D se diferencian trestipos de datos:

Datos Geoestadigticos. D es un subconjunto fijo de R que contiene un rectangulo ddimensional con

volumen positivo (en e plano D es unasuperficie). Y (s) esun vector aleatorio localizado en sl D.

Datos Lattice. D es un subconjunto fijo de R (regular o irregular) formado por una cantidad contable de

elementos. Y(s) es un vector aeatorio localizado en 4 D. Asociado a D se presenta una estructura de

vecindades.

Mapas de Puntos, D es un proceso puntual en R o un subconjunto de K. Y (s) es un vector aleatorio
localizado en'si D.

De unaforma muy general, los datos asociados a referencias espaciales se suelen descomponer atendiendo al

siguiente esquema:
Dato = variacion agran escala + variacion a pequefia escala.

La componente de variacién a gran escala suele ser el resultado de una tendencia global que puede ser
modelada atendiendo o no a criterios espaciales (gjuste a un plano de regresién o a variables independientes).
Esta primera componente se suele corresponder con la variacion no estocastica del proceso. La variacion a
pequefia escala es € residuo resultante de eliminar la tendencia. Una vez eliminada ésta podemos encontrar
patrones de comportamiento que obedezcan a entorno en € que se encuentran las observaciones. Esta
variacion espacia tiene una estructura de dependencia estocésticay puede también modelarse atendiendo a

criterios espaciales.

3. AUTOCORRELACION ESPACIAL.

Centraremos nuestro analisis en datos sobre reticulas irregulares, esto es, en observaciones que supondremos
asociadas a distintas &reas en las que se ha dividido una superficie. Cada area 'y por tanto a cada dato, le
asociaremos unas coordenadas correspondientes alalatitud y longitud de un punto que sea representativo de

lazona, en principio elegido acriterio del investigador.

Esta superficie debe dotarse de una estructura de vecindades que establezca |as relaciones espaciales de los
datos. De esta manera se define N; como el conjunto formado por todas |as zonas que son vecinasdelazonaj,

esto es N = {k ; k es vecino de j}. Daremos criterios para determinar esta estructura de vecindades (por

1 Matematicamente, una lattice viene definida por un conjunto de vértices y fronteras. Estas determinan
un conjunto de zonas que podemos indexar y sobre la que se define una estructura de vecindades.



gjemplo: dos zonas son vecinas si tienen frontera en coman, 0 si se encuentran a menos de una determinada

distancia)

Supondremos que tenemos una superficie que ha sido particionada en n zonas. En estas n zonas tendremos
definida una estructura de vecindades definida a través de una matriz W={wij} de orden nxn. Esta matriz
W={wij} determinasi dos zonas son o no vecinas, de tal forma que si wij =0lazonai no esvecinadelazona
j- En caso de que las dos zonas sean vecinas (wij 1 0) este coeficiente mide laintensidad de la relacion. Esta
meatriz no tiene porqué ser simétrica pudiendo plantearse relaciones unidireccionales o bidireccionales de
diferente intensidad. Sobre esta superficie hemos observado cierta caracteristica Yi.

La propiedad de autocorrelacion espacial puede expresarse como una propiedad de Markov de un proceso de
difusion espacial:

P(Yi=yi | Yiconj=1,...,n)=P(Yi=yi|Y; conjl N))

El objetivo es determinar si la presencia de un valor concreto de una variable en un lugar del espacio hace
més verosimil (0 menos) la presencia de ese valor o valores semejantes en un entorno de ese lugar del
espacio. Cuando la presencia de un valor en una zona facilita que ese valor ocurra en lugares préoximos
hablaremos de correlacidn espacial positiva. De otra manera, si la presencia de un valor en una zona del
espacio hace menos verosimil que valores semejantes ocurran en su entorno, hablaremos de correlacion
espacia negativa. Y finalmente si no existe esta relacion en ninguno de los sentidos que hemos sefialado
(positivo o negativo) supondremos independencia o, dicho de otra manera, autocorrelacion espacial nula.

Una de las razones més importantes por las que se debe detectar la autocorrel acidn espacial en un conjunto de
observaciones es por las consecuencias catastroficas que tiene sobre los procesos de inferencia en model os de
regresion Estimacion ineficiente de los coeficientes del modelo, estimacién sesgada (subestimacion) de la

vaianzaresidua , R® inflando, valores erréneos det y F elnconsistencia)

Con €l fin de poner de manifiesto la presencia de autocorrelacién espacial en un conjunto de datos se han
presentado en la literatura diferentes estadisticos que son capaces de evaluar la ausencia o carencia de esta
propiedad en un conjunto de observaciones. Ejemplos més relevantes de estos estadisticos son el debido a
Geary (Geary 1.954), € de Moran (Moran 1.948), y uno més genera dado por Knox (Knox 1.964) para
procesos espacio temporal es.

De entre todos ellos hemos sel eccionado para nuestro andlisis € debido a Moran. Este es el mas utilizado con

diferencia y se basa en el célculo de los productos cruzados z z. Siendo z = yi — y. En este caso, una

agrupacion de valores proximos dard como resultado unos productos que tenderan a ser positivos mientras
gue en un model o de alternancias | os productos tenderan a ser negativos.

Un test basado es este principio se genera mediante €l estadistico | de Moran, cuya expresion analiticaesla
siguiente:
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Este estadistico puede tomar valores positivos y negativos dependiendo del signo de la correlacion espacial,
detal formaque s la correlacion es positiva obtendremos valores de | positivosy viceversa, si la correlacion
espacial es negativa obtendremos valores del indice | negativos.

Este estadistico bajo la hipétesis de independencia de las observaciones sobre la superficie tiene una
distribucion asintéticanormal y se pueden obtener sus dos primeros momentos’. Asf se construye un test que
permite medir la significacion de laautocorrelacion espacial.

Un profundo estudio sobre este estadistico y sus momentosy su distribucion exacta puede verse por giemplo
en Cliff y Ord 1.981 (Capitulos 1 y 2), Tiefelsdorf (2.000)

Este indicador espacial, el Indice de Moran, mide de forma global la presencia o ausencia de autocorrelacion
espacial en un conjunto de observaciones distribuidas sobre una superficie. Logicamente este fenémeno de
mimetismo entre zonas no tiene porgqué ser uniforme en todo el espacio, asi no todas las zonas gercen la
misma influencia en su entorno, y tampoco con € mismo grado. Con laidea de cuantificar la contribucién que
cada zona aporta a Indice de Moran surgen los indicadores de autocorrelacion parciales (ver Anselin 1.995;
Ordy Getis 1.995).

Estos indicadores alcanzan su maximo sentido, tanto a la hora de analizar las razones de la presencia de
autocorrelacion global, como en aquellas situaciones en las que globalmente no se puede afirmar la presencia

de este fendbmeno, pero que es de destacar su presencia en zonas determinadas.

4. APLICACION EMPIRICA.

Tras esta breve presentacion tedrica vamos a presentar una pequefia aplicacion con € fin deilustrar de forma
empirica el procedimiento para detectar la presencia de autocorrelacién espacial en un conjunto de datos que

se encuentran distribuidos sobre una superficie particionada de formairregular. Con estaidea vamos aredizar

2 L.os momentos seran distintos dependiendo de la distribucion que se considere paraY': (1) Normalidad:
supone que las{yi} son n extraccionesindependientes de unadistribucion Normal y (2) Aleatoriedad: El
mapa observado es unarealizacion de los n val ores observados. En total podemos encontrarnos n! formas
distintas de observar estosval ores.



el andlisis correspondiente a tres variables econdmicas que presentan distintos modelos de interrelacion
espacial.

En € primer caso, presentaremos una variable que no presenta sintomas de mimetismo espacial, de forma que
|a observacién obtenidaen una zonaes independiente de | o que observamos en su entorno. Paraeste ejemplo

sehaelegido ladistribucidn provincia del Indice de Preciosa Consumo (I.P.C.)

En un segundo caso, presentamos dos variables que si poseen esta propiedad de dependencia espacial, y que
e Indice de Moran detecta de forma significativa su presencia en las observaciones. Ahora bien, esta

caracteristica puede presentarse a distintos niveles.

Como primer exponente de este segundo caso presentaremos un ejemplo en el que la dependencia espacial
esta presente en |o que se denomina variacion a gran escala (también tendencia), de tal forma que a eiminar
esta tendencia los residuos resultan ser independientes. Para este caso se ha elegido la distribucion provincial
de laRenta Familiar Disponible per cpita (RFD)

El segundo exponente de la presencia de autocorrelacion espacial se manifiesta en la variacion a pequeiia
escala. Unavez diminada la tendencia espacial mediante €l ajuste aun plano de regresion, los residuos siguen
manifestando esta propiedad, aunque de una forma mas déhil. El gjemplo se presenta con la distribucion
provincial delaTasade Paro (TP).

L os distintos aspectos de este andlisis son los siguientes:

La Superficie: La superficie a estudio es la Peninsula Ibérica (sin tener en cuenta las islas). Cada una de las
zonas en que se divide esta superficie se corresponde con las divisiones provinciales, en total tendremos 47
zonas. Para localizar espaciamente cada provincia se ha asignado las coordenadas de latitud y longitud
correspondiente ala capital delaprovinciapor ser el punto més significativo.

Las Vecindades: Los indicadores de autocorrelacion espacial son sensibles a la eleccién del criterio de
vecindades. Con el fin de obtener unos resultados fiables siempre es deseable plantear diversos escenarios.
Con estaidea hemos fijado tres criterios para determinar |as vecindades de cada zonay con cada uno de estos

criterios evaluaremos la presencia o ausencia de correl acién espacial.

Criterio A: Dos provincias son vecinas si tienen frontera en comun. La intensidad de esta relacion es

constante (independiente por gjemplo de lalongitud de lafrontera) y lamismaparatodas ellas.



llustracion 1

Con este criterio lamatriz de vecindades que obtenemos la nombraremos W1.

Laestructura de conexiones que se genera mediante este criterio de vecindad, se puede presentar graficamente
observando lared deinterrelaciones que ligalas distintas provincias.

este

Criterio 2: Dos provincias son vecinas s las capitales de provincia se encuentran a menos de 200 Km. En
este caso la intensidad de la relacién entre las distintas zonas no es constante como en el caso anterior.
Planteamos € modelo de tal forma que la intensidad de la relacion sea inversamente proporciona a la

distancia euclidea entre dos capital es de provincia.

Concretamente
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A estamatriz de conexiones lallamaremos W?2.

La estructura de vecindades que genera este criterio dalugar alasiguiente malla:

Criterio 3: Dos provincias serén vecinas s sus capitales de provincia se encuentran a menos de 200 Km. El
modelo que determina laintensidad de la relacion entre zonas vecinas |o seleccionamos con el fin de presentar
una relacion NO SIMETRICA. La relacion existente entre dos zonas sera inversamente proporcional a la

distancia y directamente proporcional a cociente entre las poblaciones. La expresién de la matriz de
conexiones eslasiguiente:

Con esta matriz establecemos € criterio por d cual las provincias més pobladas € ercen més influenciaque las
menos pobladas dentro de una misma vecindad. La matriz de vecindades en este caso lallamaremos W3.

LasVariables: Las variables que hemos seleccionado para este ejemplo son las siguientes:

a) El Indice de Precios a Consumo (IPC), base 1.992. Media anual. Fuente http://www.ine.es . Banco de
datos TEMPUS.



b) LaTasade Paro (TP). Mediaanual. Fuente http://www.ine.es . Banco de Datos TEMPUS.
¢) LaRenta Familiar Disponible neta per capita (RFD) Fuente: BBV

Con d fin de situar todas las variables en € mismo plano temporal hemos seleccionado € afio 1.993 por ser el
Ultimo del que disponemosinformacién anivel provincia delalltimavariable RFD.

Los moddos: Como ya indicamos en un apartado anterior, podemos detectar dos niveles de variacion en la
distribucion espacia de la variable observada. El primer nivel es unavariacion a gran escala, resultado de los
cambios del proceso (en media) debido a la localizacion espacial (0 quizas a otras variables explicativas). El

segundo nivel sellamavariacion apequefiaescalay recoge lainteraccion entre las zonas vecinas.

Yi=m+d

Donde Y; es el proceso en la zonai; M eslamediaenlazonai, que puede ser constante o gjustarse a un
modelo de regresion; d° N(G;S) donde S es la matriz de covarianzas que determina € modelo de variacion

espacial apequeiia escala.

Unade lasrazones por las que se advierte autocorrel acion espacial en un conjunto de datos es por lapresencia
de una tendencia asociada a la localizacién espacial de las observaciones (en nuestro caso un plano de
regresion). Esta tendencia es la desencadenante en muchas ocasiones del fenémeno de la autocorrelacion
espacial. Ahora bien, una vez eliminada esta tendencia debemos estudiar si en los residuos sigue quedando

| atente dependencia entre residuos colindantes o vecinos.

Para cada una de | as variabl es que antes hemos enumerado obtendremos |a tendencia del proceso mediante un
plano de regresion. Una vez eliminada esta tendencia contrastaremos la presencia o ausencia de

autocorrelacion espacia en los residuos del modelo.

AndlissdelaTendencia.

En este apartado el objetivo es detectar la presencia de tendencia y evaluarla para cada una de las variables
que estamos estudiando.

En un andlisis gréfico previo obtenemos | os siguientes resultados:



llustracién 4: Cuartilesde TP



Hemos coloreado cada region en funcion de los valores que toma cada una de las variables. En cada caso
hemos considerado divida la distribucién en cuatro partes iguales, coloreando de blanco las provincias con
valores inferiores a primer cuartil, de gris claro las zonas comprendidas entre e primer cuartil y la mediana,
con gris oscuro las provincias con vaores comprendidos entre la medianay € tercer cuartil y de color negro

aquellas provincias con valores superiores al tercer cuartil.

Se desprende de forma automética la ausencia de tendencia en los datos correspondientes a IPC. Por €l

contrario, las otras dos variables presentan una marcada tendencia. En el caso de la RFD cas todas las
observaciones superiores al tercer cuartil estan localizadas en la zona norte mientras que los valores inferiores
a primer cuartil se encuentran todos al sur.Para la TP la agrupacion es muy semejante aungue de forma
inversaalo que ocurre con la RFD. Casi todos los valores superiores a tercer cuartil se encuentran agrupados
al sur delapeninsulay losvaloresinferiores al primer cuartil ocupan posicioneslocalizadas a norte.

Para cuantificar esta impresion calculamos €l Indice de Moran para cada una de |as situaciones de vecindad

antes planteadas, obteniendo |os siguientes resultados (podemos verlos en el anexo)

I.Moran| IPC RFD TP

W1 038 | 782 6,65*

Wz 044 | 628 418

W3 034 264 | 1,69

*Significativasparaa = 0,05
**Significativas paraa = 0,01
Con lo que queda de manifiesto la dependencia espacial de las observaciones.

Para determinar la superficie tendencia realizaremos un agjuste por minimos cuadrados a un plano de regresion

atendiendo a siguiente modelo.
Yi :bO +blOXi + bOlyi
siendo (% , Yi) las coordenadas cartesianas (latitud, longitud) de cada capital de provincia.

L os resultados correspondientes alas tres variables son los siguientes:



IPC. R.F.D. TP.
bo 10323| 82515312 1,08
bio -002| 3623661 -0008
bo: 003 5122632 -0002
r 0,18 0,89 0,72

Atendiendo a los resultados obtenidos detectamos |a presencia de tendencia mediante el gjuste a un plano de

regresion sélo paralasvariablesRFD y TP.

Para € IPC tenemos un modelo de tendencia constante; m sera constante e igual a la media del proceso.

Gré&ficamente supondremos un plano tendencia paralelo ala superficie.
m =m= media del proceso

Paralavariable RFD tenemos claramente una tendencia que se ajustaa un plano deregresion
m =825153,12 + 36236,61 X + 51226,32 Vi

Parala Gltimavariable TP tenemos también una tendencia que se gjustaa un plano de regresion

m =1,08— 0,008 x -0,002y;i

Variacién a pequefia escala.

Vamos a determinar |os residuos de cada variable eliminando |a tendencia segin los modelos planteados en el

apartado anterior.

Para obtener una imagen gréfica, a igual que para la variable original, realizamos gréficos equivalentes a los

que presentamos en la seccién anterior.



llustracién 5: Residuosdd |PC

Ilustracién 6: Resduosde RFD

llustraciéon 7: Resduosde TP



Una vez con los residuos de cada uno de los modelos realizaremos los contrastes de hipétesis

correspondientes paradeterminar si sigue presentandose autocorrel acion espacial.

Test de Autocor relacion Espacial.

a) Variable IPC. Con esta variable se presenta el primero de los tres model os de dependencia espacial. Este
es el caso de ausencia de autocorrelacion espacial. La variable no presenta tendencia o, dicho de otramanera,
la tendencia es constante (gjustamos a un plano horizontal de atura la media de los datos). Los residuos
resultantes de eliminar estatendencia se someten a un test de autocorrel acion espacial basado en el estadi stico
de Moran. Los resultados son evidentes visto |os datos localizados espacialmente: No existe autocorrelacion
espacial en las observacionesy estas se distribuyen espacial mente de formaindependiente unos de otros. Esto
esigualmente cierto con cualquierade los tres criterios de vecindad que hemos elegido

Losresultados del test de Moran se presentan en la siguiente tabla:

w1 W2 W3
| Moran 0013 0,022 0048
MediaE[l] -0021 -0021 0021
Sdl 0,091 0105 0,206
| Moran tipificado 0,380 0,417 0,335

b) Variable RFD. Este segundo caso que presentamos se corresponde con un modelo donde los datos
originales presentan unafuerte correlacion espacial tal y como puede observarse en el grafico 3.

Observando una agrupacién importante de zonas con elevada RFD en la region catalana que disminuye de
forma progresiva seguin avanzamos hacia el sur, Extremaduray Andalucia son las regiones con menor RFD.

Al determinar la tendencia, constatamos esta fuerte evolucion espacial determinando un plano de regresion
con un elevado coeficiente de correlacion (r = 0,88). Ahora bien, una vez eliminada esta tendencia, los
residuos del modelo que gréaficamente hemos representado en lailustracién 6, aparecen distribuidos de forma
independiente en el espacio.

Confirmacion de esta afirmacion son los resultados que obtenemos con el estadistico de Moran. Al igual que
en el caso anterior paralos tres model os de vecindades encontramos val ores semejantes.

En este caso toda la dependencia espacial de nuestras observaciones ha sido absorbidapor latendenciadela

que esfruto.

w1 W2 W3
| Moran 0,089 0,090 0444
Media EI] -0021 0021 0021
Sdl 0,090 0,102 0203
| Moran tipificado 1,229 1,096 2,289*




) Variable TP. El dltimo de los modelos que presentamos. Analizada la tendencia espacial de los datos
observamos una fuerte tendencia sur-norte. Eliminamos la tendenciay observamos los residuos del modelo
lustracion 7.

Como podemos observar sigue persistiendo una cierta agrupacion espacial de valores semejantes en los
residuos. Analizando estos mediante €l estadistico de Moran obtenemos | os siguientes resultados:

wi | w2 w3
| Moran 0258 034 0387
MediaE]l] -0021 -0021 0021
Std| 0,091 0102 0203
| Moran tipificado 3,063* 3,190* 2,013*

* Presencia significativa de correlacion espacial cona=0,05

6. CONCLUSONES

Hemos descrito, a través de tres g empl os, model os que estudian de forma conjunta las observaciones de una
variable y su localizacién espacia. El estudio se centra en determinar |a presencia de dependencia estadistica
entre estas dos variables: las observaciones y su localizacion espacial. De los tres gjemplos presentados, €l

primero se corresponde con e caso de independencia, la ausencia de autocorrelacion espacial en las

observaciones (bajo diferentes criterios de vecindades). En los otros dos casos constatamos una fuerte

agrupacion espacial de observaciones semejantes induciendo la presencia de autocorrelacion espacia positiva
Estos dos modelos son distintos. Para el primero de ellos la autocorrelacidn se pierde una vez que eliminamos
la tendencia espacial del modelo, ya que la localizacion de las observaciones a través de sus coordenadas
absorbe totalmente la dependencia espacial. En €l segundo de |os casos esta autocorrelacion persiste aunque
de forma més déhil ya que parte de la dependencia espacial se ha absorbido por la tendencia del proceso en
base alas coordenadas.

El siguiente objetivo que debemos marcarnos es € de encontrar model os matematicos que modelen la matriz

de covarianzas de los residuos. Se liga asi este trabajo con los modelos de regresion espaciales y su
problemética (Ansdlin 1988).
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